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Arbres Binaires de
Recherche




VD

9. Structure
et parcours




E (Ea Arbre Binaire de Recherche

Deéfinition a

* Chaque noeud contient une clé unique, 1) (4
en plus de 'etiquette.

Arbre binaire tel que

e Pour tout noeud r,
tout noeud g du sous-arbre gauche a

’ | Pas seulement 'enfant
direct, tous ses

tout noeud d du sous-arbre droit, descendants aussi !

g.clé < r.clé < d.clé e
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ECES (Representation visuelle)

4 10
30l01®
510
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ECES (Representation visuelle)
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ECES (Representation visuelle)
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E(Ea (Representation visuelle)

|
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ECES (Representation visuelle)
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E(Ea (Representation visuelle)

| | | | | | | | | | |
3 -8 -12-13-14-18-55-56-63-76-99
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=3 Utilité

e Pour chercher une clé donnée on
sait directement de quel cote aller

 Si ’arbre n’est pas trop degeneré, @ G
la complexité sera 0(log(n))

pour n clés a

* Insérer / supprimer une clé ont e
des complexités similaires
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E(Ea Representation

. , . structure Noeud<K,V>
* Au minimum, on stocke la cle et les liens vers les

enfants gauche et drolt.
K clé

* Lavaleur (a.k.a. étiquette) est la partie des données Noeud* gauche

qui n’est pas utilisée comme clé, i.e. pas comparée Noeud* droit
et pas unique.

* Pour pouvoir itérer, il faut inclure un lien vers le V valeur
noeud parent. Noeud* parent
Entier64 taille
o Stocker taille, hauteur, équilibre, couleur, ... permet Entier8 hauteur
d’offrir des fonctionnalités supplémentaires et de Entier? équilibre

garantir des complexités logarithmiques.

Booléen couleur
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VD

Recherche
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E (Ea Recherche

Récursivement :

 Comparer la clé cherchée au noeud courant

o Si différente, on sait de quel coté chercher

e Si égale, on a trouve
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E (Ea Recherche

, . 8
Recursivement : O

 Comparer la clé cherchée au noeud courant

o Si différente, on sait de quel coté chercher

e Si égale, on a trouve

e Si on arrive a un noeud vide, la clé est
absente 2 @ @
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G Recherche

fonction chercher (r, k)
si r est @

K n'est pas dans 1l’arbre

sinon, si k == r.clé

r est le noeud cherché 1 <6 @ @

sinon, si k < r.clé

chercher(r.gauche, k)
sinon 2 <E{>

chercher(r.droit, Kk)
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VD

Insertion
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=3 Insertion

* Chercher I’emplacement ou N
devrait se trouver la clé

e Si elle est absente, remplacer le 1 <6 @
noeud vide par un nouveau

noeud , €E>

* Si elle est deja présente, cela
dépend...

N
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TG Insertion

fonction insérer (ref r, k) °
sl r est @
r « nouveau noeud de clé k 4 11
sinon, si k == r.clé

k est déja présent. L’'action
| 1) (6) (10
dépend du TDA mis en oeuvre
sinon, si k < r.clé

insérer(r.gauche, k) 2 <E{>

sinon

insérer(r.droite, k)

Notons que la racine est passée par référence
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TG Insertion

fonction insérer (ref r, k) fonction chercher (r, k)
si r est @ si r est @
r < nouveau noeud de clé Kk K n'est pas dans l1l'’arbre
sinon, si k == r.clé sinon, si k == r.clé
k est déja présent. L’'action r est le noeud cherché

dépend du TDA mis en oeuvre

sinon, si k < r.clé sinon, si k < r.clé
insérer(r.gauche, k) chercher(r.gauche, k)
sinon sinon

insérer(r.droite, k) chercher(r.droit, k)

Notons que la racine est passée par référence
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Parcours
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E cEa Parcours ordonne

4 11
sfololo
D (5

e Parcours par clé croissante
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E (Ea Parcours ordonne

4 11

e Parcours par clé croissante

* Sous-arbre gauche avant la racine ] <6 @ @
* Sous-arbre droit apres la racine O
5

2
* Parcours symeétrique !
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TG Parcours ordonne

fonction croissant (r, fn)

s1 r |= 0O

croissant(r.gauche, £fn) 4 11
fn(r)

croissant(r.droit, £n) ) <6 @ @
) (5

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021 117



TG Parcours ordonne

fonction croissant (r, fn)

s1 r |= 0O

croissant(r.gauche, £fn) 4 11
fn(r)

croissant(r.droit, £n) ) <6 @ @

fonction décroissant (r, £fn)

sir !=20 2 <E{>
décroissant(r.droit, £n)

fn(r)

décroissant(r.gauche, £n)
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ECE; Exercice 1

* Parmi les arbres suivants, le(s)quel(s) respecte(nt) la
condition d’arbre binaire de recherche ?

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021 118



ECE; Solution 1

* Condition ABR : la clé de toute racine est plus grande que
les clés a gauche et plus petite que les clés a droite.
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ECE; Exercice 2

* En partant d’un ABR vide, on inséere les valeurs suivantes
dans cet ordre

e, 1, 3, 5, 7, 9, 8, 4, 2

 Dessinez I’arbre résultant
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HE " _
TG Solution 2 o

* En partant d’en ABR vide, on 1 7
insere les valeurs suivantes dans

cet ordre X o
* | ’arbre resultant est ... e ° °
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VD

10. Suppression
‘elements




VD

Recherche du minimum
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ECES Recherche du minimum

4 11
5 (5) (10) (12
) (2
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E(Ea Recherche du minimum

¢
» Si la racine a un sous-arbre ﬁ) 11

gauche, c’est la que se

trouve le minimum . <6 @
* Silaracine n’a pas de sous- /

arbre gauche, elle est le 2 @

minimum
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TG Recherche du minimum

* Récursivement °

fonction min (r)
si r.gauche !=

2 4 11

retourner min(r.gauche)
sinon

retourner r
5 () 69 (2

o |[terativement

fonction min (r) 2 <}{>
m < 1

tant que m.gauche != @
m < m.gauche
retourner m
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ECES Suppression du minimum
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E(EB Suppression du minimum

* Trouver le minimum 4 ) (11
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E(EB Suppression du minimum

e [rouver le minimum

* Le remplacer par son
enfant de droite
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ECEB Suppression du minimum

* Trouver le minimum 4 ) (11

* Le remplacer par son 2) (s) (10) (12)
enfant de droite /
é) (s)

o Effacer le noeud de la
memoire
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TG Suppression du minimum

fonction supprimer min (ref r)

si r ==&
4 11
signaler erreur °
sinon, si1 r.gauche != &
o o olole
Supprimer min (r.gauche)
sinon, // r est le minimum /// 4 11

d « r.droit <E€>
effacer r

2 () () (12
r « d

n y 4 y 4 7 3 5
* Notons que la racine est passee par reference Q Q
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E(EB Suppression du maximum

Exactement symeétrique a la suppression du minimum.
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E E Suppression de la cle k

4 11
5 (5) (10) (12
3]0
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ECE; Suppression de la cle k

4 11

* Trouver le noeud de cle k

e Oter le noeud de I'arbre

. 1 1
* Raccrocher ses enfants a son <6 @ @
parent
) (5

o Effacer le noeud de la
memoire
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E(Ea Suppression de la cle k

4 11
\ 5 (5) (0) (2
* Raccrocher ses enfants a son

parent ?7?7

216
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HE "

TG Raccrocher les descendants au parent ... %

e Feuilles ... rien a faire

e Degre 1 ... comme pour le
minimum

e Degre 2 ... trouver une nouvelle
racine parmi les descendants.
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HE "

Raccrocher les descendants au parent ...
TG .

e Feuilles ... rien a faire

e Degre 1 ... comme pour le
minimum

e Degre 2 ... trouver une nouvelle
racine parmi les descendants.

 Minimum du sous-arbre droit ou

maximum du sous-arbre gauche
(lechnique de Thomas N. Hibbarqd)
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HE" - :
Exemple : suppression de la cle 4
IG P PP

4 11
I 69w
510

max gauche
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HE" - :
Exemple : suppression de la cle 4
IG P PP

MOIOIO
® OE

e Extraction du max gauche
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HE" - :
Exemple : suppression de la cle 4
IG P PP

O
Q) (n

L) O @ @ * Remplacement de I’élement a
supprimer par le max gauche.
3]0

e Extraction du max gauche
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HE" - :
Exemple : suppression de la cle 4
IG P PP

4 11

1 <g ©
s ®
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e Extraction du min droite




HE" - :
Exemple : suppression de la cle 4
IG P PP

O
G) (n

L) O @ @ * Remplacement de I’élement a
supprimer par le min droite.

e Extraction du min droite
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E(Ea Suppression de la cle k

fonction supprimer (ref r, k)
si r == 0

sinon, si k < r.clé Recherche
supprimer (r.gauche, k) | dek
sinon, si k > r.clé

supprimer (r.droit, k) 5 (EZ)
sinon,
tmp < r Cas simple :
si r.gauche == 0@ degré < 1
r « r.droit
sinon, si r.droit == &
r « r.gauche fonction sortir min (ref r)
sinon, Cas avance - si r.gauche != @
m <« sortir min (r.droit) | degré == retourner sortir min (r.gauche)
m.drolit < r.droit sinon,
m.gauche « r.gauche tmp « r
r «m r « r.droit

effacer tmp retourner tmp
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VD

Exercice 1

|
i
§

* On supprime le minimum de
I’ABR ci-contre. Dessinez
’arbre résultant 3
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HE " :
TG Solution 1

* En supprimant le minimum de ’'ABR de gauche, on obtient

celul de droite ° 6

N OBROIONNO
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E(E; Exercice 2

» On supprime les 2 noeuds L) 7
de clé 5 et de clée 7 de
I’arbre ci-contre. Dessinez 3 o

I’arbre resultant
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= Solution 2

* En supprimant les 2 noeuds de clé 5 et de clé 7 de 'arbre de
gauche, on obtient I'arbre de drolite.

142
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E(E; Exercice 3

* On supprime le noeud de clé 6
de I'arbre ci-contre. Dessinez
les deux arbres résultants

possibles en appliguant la 3 o
technique de Hibbard.
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En remontant le
maximum de gauche
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Solution 3

Arbre dont on veut
supprimer la clée 6

En remontant le
minimum de droite
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VD

11. lteration
ur un ABR




Pre-ordre Post-ordre
fonction début(r) fonction début(r)
retourner r tant que ainé(r) != &

r « ainé(r)
fonction fin(r) retourner r
retourner 9

fonction fin(r)

fonction suivant(r) retourner &
si ainé(r) != @
retourner aliné(r) fonction suivant(r)
sinon si pulné(r) != @
tant que puiné(r) = @ retourner début(puiné(r))
et parent(r) != & sinon
r « parent(r) retourner parent(r)

retourner pulné(r)
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TG parent, aine, puiné dans un ABR

O
structure Noeud<T>

T étiquette
Noeud* parent
Noeud* gauche

Noeud* droit B C
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structure Noeud<T>
T étiquette
Noeud* parent

Noeud* gauche

Noeud* droit B

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

fonction parent (r)

retourner r.parent

fonction ainé (r)

si r.gauche != g,

retourner r.gauche

sinon, retourner r.droit

fonction puiné (r)
si est enfant gauche(r),

retourner r.parent.droit

sinon, retourner 9

fonction est enfant gauche (r)

P < r.parent

retourner p != @ et r == p.gauche
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TG Iteration en ordre symetrique

fonction symétrique (r, fn)
n « début(r)
tant que n != fin(n) 4 11
fn(n)
n « suivant(n)
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TG Iteration en ordre symetrique

fonction symétrique (r, fn)
n « début(r)
tant que n != fin(n) 4 11
fn(n)
n « suivant(n)

) (6) (10) (12
fonction début(r)

retourner min(r)

fonction fin(r) 2 @
retourner 9
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HE " ivant(r
I G Selrjl ordre?ymétriq(ue )
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HE" ivant(r
I G Selrf ordre?ymé-’Eiq(ue )

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit
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HE" ivant(r
I G Sel: ordre?ymé-’Eiq(ue )

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit

Si r n’a pas de sous-arbre droit

e suivant(r) estle premier
anceéetre dont r est un

descendant du sous-arbre
gauche
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HE" ivant(r
I G Sel: ordre?ymé-’Eiq(ue )

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit

Si r n’a pas de sous-arbre droit

e suivant(r) estle premier
anceéetre dont r est un

descendant du sous-arbre
gauche
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HE" ivant(r
I G Sel: ordre?ymé-’Eiq(ue )

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit

Si r n’a pas de sous-arbre droit

e suivant(r) estle premier
anceéetre dont r est un

descendant du sous-arbre
gauche
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HE" ivant(r
I G Sel: ordre?ymé-’Eiq(ue )

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit

Si r n’a pas de sous-arbre droit

e suivant(r) estle premier
anceéetre dont r est un

descendant du sous-arbre
gauche
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HE" ivant(r
I G Sel: ordre?ymé-’Eiq(ue )

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit

Si r n’a pas de sous-arbre droit

e suivant(r) estle premier
anceéetre dont r est un

descendant du sous-arbre
gauche
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HE" suivant(r)

I G en ordre symeétrique

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit

Si r n’a pas de sous-arbre droit

e suivant(r) estle premier
anceéetre dont r est un

descendant du sous-arbre
gauche

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021
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HE" ivant(r
I G Sel: ordre?ymé-’Eiq(ue )

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit

Si r n’a pas de sous-arbre droit

e suivant(r) estle premier
anceéetre dont r est un

descendant du sous-arbre
gauche
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HE" ivant(r
I G Sel: ordre?ymé-’Eiq(ue )

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit

Si r n’a pas de sous-arbre droit

e suivant(r) estle premier
anceéetre dont r est un

descendant du sous-arbre
gauche

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021 150



HE" ivant(r
I G Sel: ordre?ymé-’Eiq(ue )

Si r a un sous-arbre droit

e suivant(r) estle minimum
du sous-arbre droit

Si r n’a pas de sous-arbre droit

e suivant(r) estle premier
anceéetre dont r est un

descendant du sous-arbre
gauche

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021 150



TG suivant en ordre symetrique

fonction suivant(r)
si r.droit != @
retourner début(r.droit)

sinon

n « r
tant que est enfant droit(n),

n « n.parent

retourner n.parent

fonction est enfant droit (r)

p « r.parent

retourner p != @ et r == p.droit
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E(Ea Trace des 3 iterations

* Noeuds traverses par itération en profondeur
8-4-1-2-3-2-1-4-6-5-6-7-6-4-8-11-10-11-12-11-8-2

* Noeuds itérés en pre-ordre
8-4-1-2-3- 6507 11-10-11-12- s /(1 <6 @ @

* Noeuds iterés en post-ordre , @
3-2-1- 5-6-7-6-4- 10-11-12-11-8-2

* Noeuds itéres en symétrique
1-2-3- 4-6-5-6-7- 8-11-10-11-12- @
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VD

12. Tallle, rang,
nieme glément




I G Taille = nombre de noeuds d’un arbre
fonction taille (r) o
si r == g,

retourner 0
sinon,

retourner 1 + taille(r.gauche) + taille(r.droit)

» Calcul récursif ] (6 @ Q

o Cas trivial : arbre vide

e Cas general : somme des tailles
des sous-arbres, + 1 pour la racine
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ECE; Représentation visuelle

ﬁ

Taille(8) = Taille(4) 1 + Taille(10)
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ECE; Représentation visuelle

— 1 — e 1

Taille(d) = Taille(1) 1 Taille(6)
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ECE; Représentation visuelle

—- - -
Taille(8) = Taille(4) 1 + Taille(10)
fonction taille (r)
si r == @,
retourner 0
sinon,

retourner 1 + taille(r.gauche) + taille(r.droit)
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Taille = nombre de noeuds d’un arbre
::[:‘CE; 11
fonction taille (r) o
si r == g,
retourner 0 7 3
sinon,
retourner 1 + taille(r.gauche) + taille(r.droit) 4 11
’ : 3 3 1 1
e Calcul recursif
5 (5) (10) (12
» Cas trivial : arbre vide > .

0
* Cas general : somme des tailles
des sous-arbres + 1 pour la 1
racine
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HE "

G Tallle stockeée

* | ’approche récursive a une
complexité de O(n)

 Parfois, on voudrait O(1)

o Stocker la taille dans les noeuds
e Ecrire une fonction taille robuste

* Maintenir a jour I'attribut taille a
chague modification, en retour
de recursion.

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

structure Noeud<K,V>
K clé
Noeud* gauche
Noeud* droit

Entier taille

fonction taille (r)

sl r == @, retourner 0

sinon, retourner r.taille

r.taille « taille(r.gauche)

+ taille(r.droit)
+ 1

160



ECE; Rang d’une cle k (1)7

3 9
e 4 11

Definition - Rang

Nombre d’élements strictement 0 / 5 8 10

plus petits que la clé L <6 @ @
1 4 6
o
2
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E(Ea Representation visuelle

Rang de 7 : 7 cles plus petites que 7
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E(Ea Representation visuelle

g

2
Rang de 7 : 2 cles plus petites que 7
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E(Ea Representation visuelle

Rang de 2 : 7 cles plus petites que 2
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E(Ea Representation visuelle

OL

Rang de 2 : O cles plus petites que 2
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E(Ea Representation visuelle

Rang de 11 : 7 cles plus petites que 11
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E(Ea Representation visuelle

5
Rang de 11 : 5 cles plus petites que 11
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E(Ea Representation visuelle

Rang de 12 : 7 cles plus petites que 12
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EE Representation visuelle

L |
N
n
S Sl 2™
* L 4
* *
& L
N )
N a
] a
[} n
T} L
. .'
*
¢ *
*
Yepnas®

Rang de 12 : 6 cles plus petites que 12
Toute cle a un rang, méme si elle n’est pas presente dans I’arbre.
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HEVD ?
TG Comment calculer le rang “

Racine Cle e

v v —-- - ---, .l
Rang(14,x) = Rang(8,x) 1 + Rang(17,x)
“Nombre de clés < x “Nombre de clés < x Ssi 14 <X  “Nombre de clés < x
dans le sous-arbre 14” dans le sous-arbre 8” (0 sinon)  dans le sous-arbre 17”
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HE "

TG Rang d’'une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter
combien de clés sont < k

fonction rang (r, k)

si1 r == @,
retourner 0
sinon,

retourner rang(r.gauche, k)
+ rang(r.droit, k)
+ (r.clé < k) 21 : 0
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E(Ea Rang d’'une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter o rang(6) °?
combien de clées sont < k ;

fonction rang (r, k) 4 11
sl r == g,
retourner 0
sinon,

retourner rang(r.gauche, k) 1 <6 @ @
+ rang(r.droit, k)
+ (r.clé < k) 21 : 0
310

)
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E(Ea Rang d’'une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter o rang(6) °?
combien de clées sont < k ;

fonction rang (r, k) 4 11
sl r == g,
retourner 0
sinon,

retourner rang(r.gauche, k) 1 <6 @ @
+ rang(r.droit, k)
+ (r.clé < k) 21 : 0
) (5
1

)

0 ?

0
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E(Ea Rang d’'une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter o rang(6) °?
combien de clées sont < k ;

fonction rang (r, k) 4 11
sl r == g,
retourner 0
sinon,

retourner rang(r.gauche, k) 1 <6 @ @
+ rang(r.droit, k)

+ (r.clé < k) 21 : 0

)

0 2
D (2
0 1
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E(Ea Rang d’'une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter o rang(6) °?
combien de clées sont < k ;

fonction rang (r, k) 4 11
sl r == g,
retourner 0
sinon, =

retourner rang(r.gauche, k) 1 <6 @ @
+ rang(r.droit, k)

+ (r.clé < k) 21 : 0

0 2
D (2
0 1
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HE "
1G

Parcourir tout I'arbre et compter
combien de clés sont < k

fonction rang (r, k)

sl r == g,
retourner 0
sinon,

retourner rang(r.gauche, k)
+ rang(r.droit, k)
+ (r.clé < k) 21 : 0

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

2

Rang d’'une cle k (2)

o rang(6)

4 11
?
(8) (19 Gz
1
(s
1

?
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E(Ea Rang d’'une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter o rang(6) ?
combien de clés sont < k ”
fonction rang (r, k) A 11
si1 r == @,

retourner 0

sinon,
retourner rang(r.gauche, k) 1 6 @ @
+ rang(r.droit, k)
.Clé k) 2 1 :
+ (r.cle < ) 0 0 2 1 0
) (5

0 1

PR
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E(Ea Rang d’'une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter o rang(6) ?
combien de clés sont < k ”
fonction rang (r, k) A 11
si1 r == @,

retourner 0

3 1

sinon,
retourner rang(r.gauche, k) 1 <6 @ @
+ rang(r.droit, k)
.Clé k) 2 1 :
+ (r.cle < ) 0 0 2 1 0
) (5

0 1
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HE "
1G

Parcourir tout I'arbre et compter
combien de clés sont < k

fonction rang (r, k)

sl r == g,
retourner 0
sinon,

retourner rang(r.gauche, k)
+ rang(r.droit, k)
+ (r.clé < k) 21 : 0
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Rang d’'une cle k (2)

o rang(6)
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EE Rang d’'une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter o rang(6) °?
combien de clés sont < k 5 )
fonction rang (r, k) A 11
sl1 r == g,

retourner 0

3 1 0,

sinon,
retourner rang(r.gauche, k) 1 <6 @ @
+ rang(r.droit, k)
.Clé k) 2 1 :
+ (r cle < ) 0 O 2 1 0
) (5
1
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HE "
1G

Parcourir tout I'arbre et compter
combien de clés sont < k

fonction rang (r, k)

sl r == g,
retourner 0
sinon,

retourner rang(r.gauche, k)
+ rang(r.droit, k)
+ (r.clé < k) 21 : 0
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Rang d’'une cle k (2)

o rang(6)

5 ?
4 11

1 0,

<g
5
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EE Rang d’'une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter o rang(6) ?
combien de clés sont < k 5 0
fonction rang (r, k) A 11
si1 r == @,

retourner 0

3 1 0,

sinon, 0
retourner rang(r.gauche, k) 1 <6 @ @
+ rang(r.droit, k)
A ?
+ (r.cle < k) ?2 1 0 2 1 0
) (5
1
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HE "

TG Rang d’une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter
combien de clés sont < k

fonction rang (r, k)

sl r == g,
retourner 0
sinon,

retourner rang(r.gauche, k)
+ rang(r.droit, k)

+ (r.clé < k) ?2 1 0

Remarque ?
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EE Rang d’une cle k (2)

Parcourir tout I'arbre et compter o rang(6) ?
combien de clés sont < k 5
fonction rang (r, k) 4 11
sl r == g,

retourner 0

sinon,
retourner rang(r.gauche, k) 1 <6 @ @
+ rang(r.droit, k)

+ (r.clé < k) ?2 1 0

Remarque ? 2 @

Sir.clé > k,
tous les noeuds de r.droit seront > k, 0 Calculs inutiles !
donc rang(r.droit, k) vaudra zéro.
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TG Rang d’une clé k (3) |

Sir.clé > k, aucune cle de r.droit n’est < k. o rang(6) ?
L'appel rang(r.droit, k) est donc inutile. ?
fonction rang (r, k) 1 11
sl r == g,
retourner 0 ?

sinon, 1 <6 @ Q
k)

rg <« rang(r.gauche,

si r.clé < k, ?

rg « rg + rang(r.droit, k) + 1 2 <:§:>
retourner rg
1
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TG Rang d’une clé k (3) |

Sir.clé > k, aucune cle de r.droit n’est < k. o rang(6) ?
L'appel rang(r.droit, k) est donc inutile. ?
fonction rang (r, k) 1 11
sl r == g,
retourner 0 ?

sinon, 1 <6 @ Q
k)

rg <« rang(r.gauche,

si r.clé < k, 2

rg « rg + rang(r.droit, k) + 1 2 <:§:>
retourner rg
1
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TG Rang d’une clé k (3) |

Sir.clé > k, aucune cle de r.droit n’est < k. o rang(6) ?
L'appel rang(r.droit, k) est donc inutile. ?
fonction rang (r, k) 1 11
sl r == g,
retourner 0 3

sinon, 1 <6 @ Q
k)

rg <« rang(r.gauche,

si r.clé < k, 2

rg « rg + rang(r.droit, k) + 1 2 <:§:>
retourner rg
1
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TG Rang d’une clé k (3) |

Sir.clé > k, aucune cle de r.droit n’est < k. o rang(6) ?
L'appel rang(r.droit, k) est donc inutile. ?
fonction rang (r, k) 1 11

sl r == g,

retourner 0

?
sinon, 1 <6 @ Q
k)

rg <« rang(r.gauche,

si r.clé < k, 2

1
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1 2 <:§:>
retourner rg
1
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TG Rang d’une clé k (3) |

Sir.clé > k, aucune cle de r.droit n’est < k. o rang(6) ?
L'appel rang(r.droit, k) est donc inutile. ?
fonction rang (r, k) 1 11

sl r == g,

retourner 0

?
sinon, 1 <6 @ Q
k)

rg <« rang(r.gauche,

si r.clé < k, 2

1
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1 2 <:§:>
retourner rg
1
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TG Rang d’une clé k (3) |

Sir.clé > k, aucune cle de r.droit n’est < k. o rang(6) ?
L'appel rang(r.droit, k) est donc inutile. ?
fonction rang (r, k) 1 11
sl r == g,
retourner 0 3 1

sinon, 1 <6 @ Q
k)

rg <« rang(r.gauche,

si r.clé < k, 2

1
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1 2 <:§:>
retourner rg
1
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TG Rang d’une clé k (3) |

Sir.clé > k, aucune cle de r.droit n’est < k. o rang(6) ?
L'appel rang(r.droit, k) est donc inutile. 5
fonction rang (r, k) 1 11
sl r == g,
retourner 0 3 1

sinon, 1 <6 @ Q
k)

rg <« rang(r.gauche,

si r.clé < k, 2

1
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1 2 <:§:>
retourner rg
1
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G Rang d’une clé k (3) 5

Sir.clé > k, aucune cle de r.droit n’est < k. o rang(6) ?
L'appel rang(r.droit, k) est donc inutile. 5
fonction rang (r, k) 1 11
sl r == g,
retourner 0 3 1

sinon, 1 <6 @ Q
k)

rg <« rang(r.gauche,

si r.clé < k, 2

1
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1 2 <:§:>
retourner rg
1
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G Rang d’une clé k (3) 5

Sir.clé > k, aucune cle de r.droit n’est < k. o rang(6) ?
L'appel rang(r.droit, k) est donc inutile. 5
fonction rang (r, k) 4 11

sl r == g,

retourner 0 3 1

sinon, 1 <6 @ Q
k)

rg <« rang(r.gauche,
si r.clé < k, 2

1
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1 2 <:§:>
retourner rg
1

Autre remarque ?
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G Rang d’une clé k (3) 5

(8) zang(e) 2
si r == g, 5

retourner 0 4 11
sinon,

rg « rang(r.gauche, k) 3 1

sl1 r.clé < Kk, 1 . 10
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1

retourner rg

fonction rang (r, k)

2 1
Autre remarque ? 9 @
Sir.clé < k,
tous les noeuds de r.gauche seront < k, donc 1 Calculs inutiles !

rang(r.gauche, k) vaudra taille(r.gauche).
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TG Rang d’une cle k (4)?

Sir.clé < k, toutes les clés de r.gauche sont < k. ° rang(6) >
Donc rang(r.gauche, k) estégala taille(r.gauche). ?

fonction rang (r, k) 4 11

sl r == @,

retourner 0

sinon,
si r.clé > Kk, 1 (6 @ Q
rg <« rang(r.gauche, k)

sinon,
rg « taille(r.gauche)

si1 r.clé < k, 5 5
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1

retourner rg
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TG Rang d’une cle k (4)?

: . , ?
Sir.clé < k, toutes les clés de r.gauche sont < k. ° rang(6) :
Donc rang(r.gauche, k) estégala taille(r.gauche). ?
fonction rang (r, k) 4 11
sl r == @,
retourner 0 3
sinon,
si r.clé > Kk, 1 (6 @ Q
rg <« rang(r.gauche, k)
sinon,

rg « taille(r.gauche)

si1 r.clé < k, 5 5
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1

retourner rg
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TG Rang d’une cle k (4)?

: . , ?
Sir.clé < k, toutes les clés de r.gauche sont < k. ° rang(6) :
Donc rang(r.gauche, k) estégala taille(r.gauche). ?
fonction rang (r, k) 4 11
sl r == @,
retourner 0 3 2
sinon,
si r.clé > Kk, 1 (6 @ Q
rg <« rang(r.gauche, k)
sinon,

rg « taille(r.gauche)

si1 r.clé < k, 5 5
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1

retourner rg
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TG Rang d’une cle k (4)?

Sir.clé < k, toutes les clés de r.gauche sont < k. ° rang(6) ?
Donc rang(r.gauche, k) estégala taille(r.gauche). ?
fonction rang (r, k) 4 11
sl r == @,
retourner 0 3 2
sinon,
si r.clé > Kk, 1 6 @ Q
rg <« rang(r.gauche, k)
sinon,
rg « taille(r.gauche) 1

si1 r.clé < k, 5
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1
retourner rg
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TG Rang d’une cle k (4)?

Sir.clé < k, toutes les clés de r.gauche sont < k. ° rang(6) ?
Donc rang(r.gauche, k) estégala taille(r.gauche). ?
fonction rang (r, k) 4 11
sl r == @,
retourner 0 3 2
sinon,
si r.clé > Kk, 1 6 @ Q
rg <« rang(r.gauche, k)
sinon,
rg « taille(r.gauche) 1

si1 r.clé < k, 5
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1
retourner rg
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TG Rang d’une cle k (4)?

Sir.clé < k, toutes les clés de r.gauche sont < k. ° rang(6) ?
Donc rang(r.gauche, k) estégala taille(r.gauche). 5
fonction rang (r, k) 4 11
sl r == @,
retourner 0 3 1
sinon,
si r.clé > Kk, 1 6 @ Q
rg <« rang(r.gauche, k)
sinon,
rg « taille(r.gauche) 1

si1 r.clé < k, 5
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1
retourner rg
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TG Rang d’une cle k (4)?

Sir.clé < k, toutes les clés de r.gauche sont < k. ° rang(6) ?
Donc rang(r.gauche, k) estégala taille(r.gauche). 5
fonction rang (r, k) 4 11
sl r == @,
retourner 0 3 1
sinon,
si r.clé > Kk, 1 6 @ Q
rg <« rang(r.gauche, k)
sinon,
rg « taille(r.gauche) 1

si1 r.clé < k, 5
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1
retourner rg
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TG Rang d’une cle k (4)5

Sir.clé < k, toutes les clés de r.gauche sont < k. ° rang(6) ?
Donc rang(r.gauche, k) estégala taille(r.gauche). 5
fonction rang (r, k) 4 11
sl r == @,
retourner 0 3 1
sinon,
si r.clé > Kk, 1 6 @ @
rg <« rang(r.gauche, k)
sinon,
rg « taille(r.gauche) 1

si1 r.clé < k, 5
rg « rg + rang(r.droit, k) + 1
retourner rg
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E E En résume

Si la cle x se trouve ici
(car elle est < r.cle)

Rang(14,x) = Rang(8,x)

O
O
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E E En résume

Sila clée x est ici
(car elle est = r.cle)
1

Rang(14,x) = Taille(8)

L,
O
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E (Ea En résume

Si la cle x se trouve ici
(car elle est > r.cle)

(g

D —
Rang(14,x) = Taille(8) 1+ Rang(17,x)

Remarque : un seul appel recursif par appel. Donc, complexite de
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E (Ea En résume

Si la cle x se trouve ici
(car elle est > r.cle)

(g

D —
Rang(14,x) = Taille(8) 1+ Rang(17,x)

Remarque : un seul appel recursif par appel. Donc, complexite de O(hauteur).
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E(Ea Element de rang n (1) - selection

Définition
Etant donnée une racine et un n, trouver I’élément de rang n.

La ou rang donnait le rang d’une clé donnée,
élément n donne I’élément ayant le rang donne.

C’est |la fonction inverse de rang
rang(r, élément n(r, n).clé) ==n
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VD

Comment le calculer ?

5?7 “Quel élément a pour rang 5 ?”
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E(Ea Comment le calculer ?

57? “Quel élément a pour rang 5 ?”

Taille(8) = 7
Rang 5 forcement parmi les 7 premiers.
Appel recursif a gauche
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EE Representation visuelle

9?

5 )

Comment trouver I’éléement
a de rang 9 a droite ?

Taille(8) = 7

Rang 9 forcement dans I'autre sous-arbre
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E(Ea Representation visuelle

9?

5) (o) (3 =—
Comment trouver I’'élément

e de rang 9 a droite ?

Dans le sous-arbre 1/,
c’est I'’element de rang 1
(9 - taille(8) - 1)

Appel recursif pour rang 1 a droite

Taille(8) = 7

Rang 9 forcement dans I'autre sous-arbre
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G Element de rang n (2)

fonction élément n (r, n)
sin< 0oun = taille(r)
signaler erreur
sinon,
t « taille(r.gauche)
sin ==t
' ] Trouvé !
retourner r
sinon, si n < t .
' ' ] Chercher a gauche

retourner élément n(r.gauche,n)

sinon, (n > t)

] Chercher a droite

retourner élément n(r.droit,n-t-1)
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G Element de rang n (2)

fonction élément n (r, n)
sin<O_0oun= taille(r)
signaler erreur
sinon,
t « taille(r.gauche)
si n == t,
retourner r
sinon, si n < t,
retourner élément n(r.gauche,n)

sinon, (n > t)

retourner élément n(r.droit,n-t-1)

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

On fait en fait les n premiers pas
d’un parcours symétrique

en évitant les sous-arbres qui ne
nous intéressent pas.

Méeme approche que pour le
calcul du rang d’une cle,

mais décisions en fonction du
nombre d’eléments plus petits,
plutot que de la cle.

178



G Element de rang n (2)

2(3)

fonction élément n (r, n) °

sin< 0oun = taille(r)
signaler erreur 4 11

sinon,

t « taille(r.gauche)

retourner r

sinon, si n < t,

retourner élément n(r.gauche,n) 5 <:§:>

sinon, (n > t)

retourner élément n(r.droit,n-t-1)

élément n(5) ?

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021 179



G Element de rang n (2)

2 (5)

fonction élément n (r, n) °

sin< 0oun = taille(r)

2(3)
signaler erreur 4 11

sinon,

t « taille(r.gauche)

retourner r

sinon, si n < t,

retourner élément n(r.gauche,n) 5 <:§:>

sinon, (n > t)

retourner élément n(r.droit,n-t-1)

élément n(5) ?
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G Element de rang n (2)

2 (5)

fonction élément n (r, n) °

sin< 0oun = taille(r)

signaler erreur o 11
sinon,

t « taille(r.gauche) 2(1)

si1 n ==t
retourner r

sinon, si n < t,

retourner élément n(r.gauche,n) 5 @ 6
sinon, (n > t)

retourner élément n(r.droit,n-t-1)

élément n(5) ?
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G Element de rang n (2)

2 (5)

fonction élément n (r, n) °

sin< 0oun = taille(r)

signaler erreur o 11
sinon,

t « taille(r.gauche) 2(1)

si1 n ==t
retourner r

sinon, si n < t,

retourner élément n(r.gauche,n) 5 @ 6
sinon, (n > t)

retourner élément n(r.droit,n-t-1)

élément n(5) ?
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E E En résume

Si l’élement est ici
(car n < Taille(8))

Racine Rang a

\ A /

elem _n(14,n) = elem _n(8,n)
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E (EB En résume

Si ’element est ici
(car n = Taille(8))
1

elem _n(14,n) = 14
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E E En résume

Si I’élement est ici
(car n > Taille(8))
 EEEE—

——]
elem _n(14,n) = elem _n(17, n-Taille(8)-1)
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E(Ea TDA Order statistic tree

* Un Order Statistic Tree est un ABR fournissant les opérations
e Calcul du rang

* Sélection par le rang (nieme élément)

e Ce TDA n’est pas fourni par la STL en C++. Si vous en avez
besoin, il faudra le programmer vous-meme.
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